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Re´sume´ :
L’e´tude de la stabilite´ line´aire des syste`mes non conservatifs a` matrices de rigidite´ non syme´triques
met en oeuvre des re´sultats d’alge`bre line´aire peu classiques en me´canique. Elle peut meˆme mener
a` des de´veloppements originaux d’alge`bre line´aire. Nous illustrerons ces faits sur des proble`mes
de stabilite´ sous ajout de contraintes cine´matiques dans un syste`me non conservatif, proble`me
qui me`nera au concept original de matrice m-de´finie positive. Le re´sultat central sera pre´sente´
et quelques proble`mes mathe´matiques ouverts sugge´re´s.
Abstract :
Investigations about linear stability of nonconservative systems with non symmetric stiffness
matrices lead to linear algebra results that are unusual in mechanics. It may also lead to ori-
ginal linear algebra developments. It is illustrated about linear divergence stability when adding
kinematic constraints on the nonconservative system. The original concept of m-positive defi-
nite matrices is proposed, the main result is given and some mathematical open problems are
suggested.
Mots clefs : 3 maximum : syste`mes non conservatifs ; matrice m-de´finie positive ;
contraintes cine´matiques
1 Introduction
Le travail pre´sente´ s’inscrit dans le cadre d’une collaboration nationale puis internationale autour
de la proble´matique de la stabilite´ des syste`mes Σ menant a` des matrices (tangentes) de rigidite´
K qui sont non syme´triques. On suppose donc ici que l’on a affaire a` un syste`me discret ou
discre´tise´ Σ dont on e´tudie la dynamique line´aire (vibrations libres) qui dans le cadre ge´ne´ral se
met sous la forme :
MX¨ +DX˙ +KX = 0 (1)
avec M matrice de masse, D matrice d’amortissement et K matrice de rigidite´. Deux cadres
standards a` ce jour peuvent conduire a` une proble´matique avec K non syme´trique :
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– les syste`mes soumis a` des forces ne de´rivant pas de potentiels comme les forces suiveuses : la
non syme´trie de K vient des actions exte´rieures a` Σ
– les milieux plastiques non associe´s : la non syme´trie de K vient des actions inte´rieures a` Σ
Il est assez connu que ces syste`mes peuvent mener a` des ”paradoxes”. L’introduction de viscosite´
dans un mode`le n’en contenant pas initialement peut, par exemple, avoir un effet de´stabilisant
(voir [2], [5]). Il est en revanche moins connu que l’ajout de contraintes cine´matiques puisse
e´galement avoir un tel effet de´stabilisant sur Σ. On sait d’ailleurs depuis Rayleigh que, concer-
nant la stabilite´ line´aire des syste`mes conservatifs, un tel phe´nome`ne est impossible. C’est ce
dernier ”paradoxe” qui est traite´ dans ce travail.
Par ailleurs, et initialement sans rapport avec la proble´matique de l’ajout des contraintes
cine´matiques, le crite`re dit du travail du second ordre a e´te´ propose´ par Hill( [4]) en 1958 dans
le cadre de la me´canique des solides plastiques non associe´s. Tout a` fait inde´pendamment des
travaux de Hill, il a e´galement e´te´ propose´ en 2004 dans le cadre des actions non conservatives
([1]) en me´canique analytique comme une extension dans le cadre de perturbations ge´ne´ralise´es
des e´quilibres, appele´es perturbations mixtes. Ce crite`re exige que la matrice K soit de´finie
positive et ne porte en fait que sur sa partie syme´trique Ks. Il s’e´crit donc :
∀X 6= 0 tXKX > 0 (2)
Ce crite`re n’est pas directement lie´ a` la stabilite´ (line´aire) de Σ en ce sens que sa non satisfaction
n’induit pas ne´cessairement l’instabilite´ au sens de Lyapounov. Il posse`de cependant les deux
vertus suivantes ( voir [6], [3] par exemple) :
– pour un accroissement continu du parame`tre de chargement, tant que ce crite`re (2) est satisfait,
il y a stabilite´ au sens de la divergence
– ce crite`re est lui meˆme stable au sens de l’ajout d’une contrainte cine´matique : si (2) est
satisfait pour Σ, il en sera de meˆme pour tout syste`me Σco obtenu par ajout d’une contrainte
cine´matique. D’apre`s l’item pre´ce´dent, il en sera donc de meˆme pour la stabilite´ pour la
divergence : le paradoxe initialement e´nonce´ ne peut pas alors survenir.
En re´alite´, ce crite`re est encore plus pre´cis. En effet, lorsque (2) cesse d’eˆtre valide le coˆne
des vecteurs isotropes de Ks dans Rn n’est plus re´duit a` 0. Il a e´te´ montre´ dans ([3]) que le
choix d’une contrainte cine´matique sur ce coˆne de´stabilisait le syste`me. Ce crite`re est donc a` la
fois optimal et constructif pour la proble´matique initiale dans le cadre d’une seule contrainte
cine´matique impose´e au syste`me Σ. L’objectif de ce travail est de ge´ne´raliser ce re´sultat dans le
cas d’une famille quelconque de contraintes. Dans la partie 1, on introduit le concept de matrice
m-de´finie positive et on e´nonce le re´sultat principal. Dans la section suivante, on de´veloppe tre`s
succinctement les aspects mathe´matiques et on sugge`re quelques proble`mes ouverts et quelques
voies de recherche. La section 3 est re´serve´e a` un exemple d’illustration. L’essentiel de ce texte
se trouve sous une forme de´veloppe´e dans ([7]).
2 Matrices m-de´finies positives
On rappelle que Σ est instable par divergence si l’on peut trouver une solution constante non
nulle X pour l’e´quation (1) ce qui revient a` une solution non nulle pour l’e´quation
KX = 0 (3)
ce qui est e´quivalent a` det(K) = 0. Cependant, notant p le parame`tre (de chargement), suppo-
sant que pour p = 0 le syste`me est conservatif stable et que p croˆıt, on a det(K(0)) > 0 et on a
donc stabilite´ par divergence du syste`me tant que p est tel que det(K(p)) > 0, l’instabilite´ par
divergence survenant quand p atteint la valeur critique pc > 0 minimale telle que det(K(pc)) = 0.
On notera e´galement pso la plus petite racine positive de det(Ks(p)) = 0. On a donc toujours,
d’apre`s les remarques de l’introduction, pso ≤ pc, le crite`re du travail du second ordre (2) pou-
vant s’e´crire ici det(Ks(p)) > 0. En effet, tant que det(Ks(p)) > 0 aucune des valeurs propres de
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Ks(p) ne peut s’annuler. Comme elles sont toutes > 0 pour p = 0 et que p croˆıt continument,
elles restent donc toutes > 0 ce qui est e´quivalent a` (2).
Supposons maintenant qu’une famille dem contraintes f(q) = (f1(q), . . . , fm(q) = 0Rm inde´pendantes
soient impose´es a` Σ parame´tre´ localement par q = (q1, . . . , qn). En prenant la matrice jacobienne
de cette famille note´e A ∈Mnm(R), l’e´quation (3) devient :{
K(p)X +AΛ = 0
tAX = 0
(4)
avec Λ = t(λ1, . . . , λm) le multiplicateur de Lagrange associe´ a` la famille de contraintes.
Dore´navant nous supposons que le syste`me Σ est stable pour la divergence c’est-a`-dire que
K(p) est inversible et det(K(p)) > 0. Posons
KA(p) =
(
K(p) A
tA 0
)
Y =
(
X
Λ
)
Ainsi (4) est e´quivalent a`
KA(p)Y = 0 (5)
Or : (
K(p) A
tA 0
)(
K−1(p) −K−1(p)A
0 Imm
)
=
(
Inn 0
tAK−1(p) −tAK−1(p)A
)
Donc
det(KA(p)) det(K
−1(p)) = (−1)p det(tAK−1(p)A)
et :
det(KA(p)) = (−1)p det(K(p)) det(tAK−1(p)A) (6)
Posons A˜ = K−1(p)A. On a alors :
det(KA(p)) = (−1)p det(K(p)) det(tA˜K(p)A˜) (7)
puisque
det(tAK−1(p)A) = det(tAtK−1(p)tK(p)K−1(p)A)
= det(tA˜tK(p)A˜) = det(t(tA˜K(p)A˜)) = det(tA˜K(p)A˜)
On est alors mene´ a` poser la de´finition suivante :
Definition Soit K ∈Mn(R), 1 ≤ m ≤ n un entier. K est dite m-de´finie positive si, pour toute
matrice A ∈Mnm de rang m, alors det(tAKA) > 0. Le sous-ensemble de Mn(R) constitue´ des
matrices m- de´finies positives est note´ Dm,n.
Pour m = 1, on remarque que 1- de´finie positive est e´quivalent a` de´finie positive au sens de (2).
Le principal re´sultat est le suivant :
The´ore`me Si K is de´finie positive alors pour tout 1 ≤ m < n, K is m-de´finie positive. Autre-
ment dit, D1,n ⊂ Dm,n.
La de´monstration ge´ne´rale est longue et technique. Pour m = 2, elle est plus directe et instruc-
tive et elle permet de comprendre la constructibilite´ du re´sultat.
De´monstration Soit A ∈ Mn2 de rang 2, A = (x1 x2) avec xi ∈ Mn1 pour i = 1, 2. Nous
identifierons a` volonte´ Mn1(R) et Rn.
det
(
tAKA
)
= det
(
tx1Kx1
tx1Kx2
tx2Kx1
tx2Kx2
)
= det
(
tx1Ksx1
tx1Kx2
tx2Kx1
tx2Ksx2
)
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ou` K = Ks +Ka avec Ks (resp. Ka) la partie syme´trique (resp. antisyme´trique) de K.
det
(
tAKA
)
=
(
tx1Ksx1
) (
tx2Ksx2
)− (tx1Kx2) (tx2Kx1)
=
(
tx1Ksx1
) (
tx2Ksx2
)− (tx1Ksx2) (tx2Ksx1)− (tx1Ksx2) (tx2Kax1)
− (tx1Kax2) (tx2Ksx1)− (tx1Kax2) (tx2Kax1)
On a tKs = Ks,
tKa = −Ka et donc et les calculs donnent
det
(
tAKA
)
= det
(
tAKsA
)
+
(
tx1Kax2
)2
(8)
Conside´rant la forme quadratique associe´e a` Ks, elle de´finit un produit scalaire car K est sup-
pose´e de´finie positive. L’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz donne alors :
det
(
tAKsA
)
=
(
tx1Ksx1
) (
tx2Ksx2
)− (tx1Ksx2) (tx2Ksx1) > 0
ou` l’ine´galite´ est stricte car A de rang 2 signifie que les vecteurs x1, x2 ne sont pas coline´aires.
On en de´duit que det(tAKsA) =
(
tx1Ksx1
) (
tx2Ksx2
)− (tx1Ksx2) (tx2Ksx1) > 0 et donc que
K is 2-de´finie positive. CQFD
Cette de´monstration et plus particulie`rement la relation (8) permet en retour de construire une
famille de deux contraintes x1, x2 de´stabilisant Σ. Nous nous en servirons dans l’exemple traite´
plus loin. La conse´quence de ce re´sultat sur le plan me´canique est que le crite`re du travail du
second ordre prote`ge la structure en terme de stabilite´ pour la divergence meˆme si la structure
est soumise a` une famille quelconque de contraintes cine´matiques additionelles.
3 Quelques remarques mathe´matiques
Tout d’abord, il est assez facile de montrer que la re´ciproque du re´sultat pre´ce´dent est fausse en
ge´ne´ral. Cela conduit a` deux types de proble`mes naturels lie´s au concept de matrice m- de´finie
positive.
– A-t-on en ge´ne´ral Dm,n ⊂ Dm′,n si m ≤ m′ ?
– De´crire Dm,n \D1,n.
– De´crire Dm′,n \Dm,n si la re´ponse au premier item est positive.
On pourrait par ailleurs imaginer une autre ge´ne´ralisation des matrices de´finies postives en
disant que que K ∈ Mn(R) est m∗-de´finie positive si pour toute matrice A ∈ Mnm de rang
m, alors tAKA ∈ Mm(R) est elle-meˆme de´finie positive. Les liens entre m∗-de´finie positive,
m-de´finie positive et de´finie positive sont inte´ressants a` e´tudier. Enfin, un aspect dual de la
proble´matique me´canique sous jacente peut se poser. En effet, au lieu de chercher comme ici des
contraintes de´stabilisant Σ, on peut chercher des contraintes qui le rende conservatif. On peut
qualifier ce proble`me de dual car pre´cise´ment les syste`mes conservatifs ne sont pas de´stabilisables
par contraintes cine´matiques additionelles sauf si ces contraintes changent la configuration ou` la
line´arisation a e´te´ effectue´e ce qui est un tout autre proble`me (voir[9] par exemple). Cet aspect
conduit alors a` un autre proble`me d’alge`bre line´aire re´solu via le concept de degre´ ge´ome´trique
de non conservativite´ et un the´ore`me de Cartan (voir [8]).
4 Un exemple
On traite de l’exemple paradigmatique de la colonne de Ziegler Σ a` trois degre´s de liberte´ sous
force totalement suiveuse (voir figure1). On s’inte´resse a` la configuration d’e´quilibre (θ1 = θ2 =
θ3 = 0. Le parame`tre de chargement adimensionel est p =
P`
k ou` k est la raideur e´lastique des
ressorts, ` la longueur des barres et P l’intensite´ de la force suiveuse. La matrice de rigidite´ de
Σ s’e´crit
K(p) =
 2− p −1 p−1 2− p −1 + p
0 −1 1

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et det(K(p)) = 1 inde´pendant de p (ce qui est un paradoxe !) assure le caracte`re stable au sens
de la divergence de Σ. Les racines de det(Ks(p)) = 0 sont 1, 1−
√
3, 1 +
√
3 et donc pso = 1. On
en de´duit
Ks(1) =
 1 −1 12−1 1 −12
1
2 −12 1

puis Ker((Ks(1)) = Vec(x1 =
 11
0
). La partie antisyme´trique deK(1) estKa(1) =
 0 0 120 0 12
−12 −12 0

et le sous espace Vec(Ka(1)(x1)) engendre´ par Ka(1)(x1) est Vec(
 00
−1
)dont l’orthogonal
est le plan Vec(
 10
0
 ,
 01
0
). Suivant la de´monstration du the´ore`me, on doit donc choisir
x2 dans ce plan de telle sorte que (x1, x2) soit une famille libre. Par exemple, x2 =
 10
0
. Soit
maintenant A = (x1 x2) =
 1 11 0
0 0
. On trouve tAK(1)A = ( 0 0
0 0
)
et donc e´videmment
det(tAK(1)A) = 0. Cependant, la matrice A est en fait la matrice A˜ de (7). Pour revenir a`
la matrice des contraintes cine´matiques, on doit donc calculer K(1)A ce qui donne la matrice 0 10 −1
−1 0
 ce qui signifie que la colonne de Ziegler Σ contrainte par θ1 − θ2 = 0 et −θ3 = 0
est instable au sens de la divergence pour p = 1 ce qui se ve´rifie directement.
5 Conclusions
Dans ce travail, nous avons donc de´fini le nouveau concept de matrice m-de´finie positive qui
ge´ne´ralise celui de matrice de´finie positive. Un re´sultat ge´ne´ral a e´te´ montre´ concernant ces
matrices et les conse´quences sur des proprie´te´s de stabilite´ des syste`mes non conservatifs en
ont e´te´ tire´es : le crite`re du travail du second ordre permet d’assurer la stabilite´ par divergence
du syste`me initial et de tout sous-syste`me obtenu par ajout de contraintes cine´matiques sur ce
syste`me. Nous espe´rons avoir ainsi montre´ qu’il existe encore, meˆme dans le cadre line´aire, des
proble`mes inte´ressant les deux communaute´s. Le proble`me dual de celui expose´ ici menant au
concept nouveau de degre´ ge´ome´trique de non conservativite´ en est un autre exemple. Pour les
mathe´maticiens, des proble`mes ouverts sur ces classes de matrices ont e´te´ releve´s. L’extension au
cadre non line´aire du proble`me dual reste aussi ouvert. Pour les me´caniciens, une proble´matique
analogue mais concernant les instabilite´s par flottement reste e´galement un proble`me ouvert.
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Figure 1 – Colonne de Ziegler a` trois ddl
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